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Statik starrer Korper

Darstellung von Kriften und Momenten:
e der Vektorcharakter von Kriften und Momenten wird durch einen Pfeil iiber dem

Formelzeichen gekennzeichnet (z.B. F bzw. M)

e Betrige von Vektoren werden durch Normaldruck dargestellt (z.B. |F | =F)

Zentrales ebenes Kraftsystem
Aquivalenz

o Zerlegung einer Kraft in zwei beliebige Richtungen 1 und 11

Krifteparallelogramm: F=F +F;

o Zerlegung einer Kraft in zwei senkrechte Komponenten (Komponentendarstellung)

. - - . . y .

e, ©y, ©, — Einheitsvektoren, F iy F,
=1 [&,|=1 [&]=1

L _F & 2 Y . €,

E =F,e, +Ee, Fix=F; cos o y

Fiyz Fi sin O

o Zusammensetzung von Krdften

Resultierende Kraft: F = z F =Fy, &, + Fry €

Betrag der Resultierenden: Fr =4/ Fpx + Fﬁy
. . . FRy
Richtung der Resultierenden: tanogy =—
Frx
Gleichgewicht

Gleichgewichtsbedingung: R

|
I
™M=
est)
I
(e

—
Il
—_



in Komponentenschreibweise:

symbolisch:

n
FRXZZ:Fix:Oj FRy
i=l

—_—>



Allgemeines ebenes Kraftsystem

Moment einer Kraft beziiglich des Punktes O:

Momentenvektor: Mg, = xF

& & &
Mg =[x; yi 0|=Mg;¢e,
Fy F, 0
Betrag: Mo; = Moy, = xiEy —yiFix

oder Mg; = Moy, =a;F;
Drehsinn: ¥

Sonderfall: Moment eines Krdftepaares

M; =(b; +a;)F, —b;F, =a;F,

(— unabhéngig vom Bezugspunkt)

Aquivalenz

e Parallelverschiebung einer Kraft, Versetzungsmoment

Resultierende Kraft

Resultierendes Moment

bzw.

Lage der resultierenden Kraft



Gleichgewicht
- n - n - m N
Gleichgewichtsbedingungen: F; =) F, =0, Mgy = ZMOi +Z M, =0
i=1 i=1 k=1

n n n m
in Komponentenschreibweise: Fp, = F, =0, Fy,=> F =0, Mg =2 Mg+ Y My =0
o1 i1 i1 k=l

symbolisch: — T : KO\ :

Zentrales raumliches Kraftsystem

Aquivalenz

n
FR = zFl = FRXeX + FRyey + FRzez
i=1

n n n
FRXZZFixa FRyZZEya FRZ:ZFiZ
i=1 i=1 i=1

Fi = F2, +F3y +F2,

Gleichgewicht
— n —

Gleichgewichtsbedingungen: R = Z - =0

i=I

n n n

in Komponentenschreibweise: Fry = ZFiX =0, Fgy= ZFiy =0, Ky, = ZFiZ =0

i=1 i=1 i=1
symbolisch: / X: —>y: T Z:

Allgemeines raumliches Kraftsystem

Moment einer Kraft beziiglich des Punktes O zZh
MO]‘ =T X E

al

x €

) y
Mg =X i

Fy  Fy

e,
Z;
. E e -y
” X lel
Moi =Mgixex +Mgjy€y + Mg,

Moix = yiE, —zFy,



Gleichgewicht
Gleichgewichtsbedingungen: FR = ZE =0, 1\7[OR = ZMOi =0
in Komponentenschreibweise:

n
Fry =D F, =0, Fry =D F, =0, Fp, =Y F, =0
i=1 i i

n
Morx = 2 Moy =0, Mggy =D Mgy =0, Mgg, =D Mg, =0
l=1 1:1 1:1

symbolisch: 'S —> y: T Z:

A0x: —> Oy: *Oz:

Schwerpunkt
Korper im homogenen Schwerefeld

Schwerpunkt = Massenmittelpunkt:

XS:J.XI:ma YSZJ.Y%, Zgzjzn(jm, m:jdm

Sonderfall: Dichte p = konst. (Volumenmittelpunkt)

dv dv dv
XSJXV : styT, ZSJZV , V:J.dV
Ebene Fliachen
dA dA
XS—IXA , ys=ij, Az.[dA
Ebene Linien
dl dl
XSZJ.X1 ) Ys:'[yTa lzjdl

Zusammengesetzte Flachen

Voraussetzung: Fiir die Teilflichen A; sind die Schwerpunktskoordinaten xs; , ysi; bekannt.

1 1
XS=XZXSiAia YS:XZYSiAia A:ZAi
1 1 1



Streckenlasten

Ermittlung der Resultierenden

Beispiele

Rechtecklast

OY v v V v v v > 7
>

A

FR :qob, ZR:—b

b
Grofe der Resultierenden:  Fp = J. q(z)dz
a

b
Lage der Resultierenden: ZR = FLJ. q(z)zdz
R a

Dreiecklast

A
\4




Schnittgroflien

e eben

positives negatives

Schnittufer Schnittufer

e riaumlich

Mby Mby M,
M. (M i
X i Zy 1> > | 4t F
A/ ’ LS, tz, | . F] ’?’I_ _______ | __
&* [
M, qu qu qu
yV
positives negatives
Schnittufer Schnittufer

Differentielle Beziehungen

F, - Léngskraft
Fqy — Querkraft
Mypx— Biegemoment

F, — Léngskraft
Fooo Fgy = Querkrifte
M; — Torsionsmoment

My, Mpy — Biegemomente

Positive Streckenlasten haben die Richtung der positiven Achsen!

df
= :()
dE dE
vy _ ax _
ool Seo g0
dM,, dM,,
d—zb =F,, (z), 4 Y =F, (z)



Haftung und Gleitreibung

Haftung
Fs=mg
77777<<777 —F,
Ho 1Fy
Gleitreibung
Bewegungs-
riciiun»g iF c=mg
—[m] S
7T f—Fr
3 Fy
Seilhaftung

Bedingung fiir Haftung:

|FH| < FH max MOFN ﬁir FN >0

Fy— Haftungskraft (Reaktionskraft; hier Fy=F)
Fn— resultierende Normalkraft an der

Kontaktfliche (Reaktionskraft; hier Fn=Fg)
Ko — Haftungskoeffizient

Annahme: F > Fy (Bewegung nach rechts!)
Fr = pn Fy (Coulombsches Gesetz) fiir Fx >0

Fr — Gleitreibungskraft (eingeprigte Kraft;
entgegen der Bewegungsrichtung)

Fx— resultierende Normalkraft an der
Kontaktflache (Reaktionskraft; hier Fx=Fg)

p — Gleitreibungskoeffizient (u < o)

Bedingung:
—lg O Lo O
FS] e "oT < FSZ < Fs] e

o. — Umschlingungswinkel

Fg, =Fg e"?

¢ — Umschlingungswinkel, wobei Richtungssinn
von ¢ = Richtung der Seilbewegung ist.

10



Festigkeitslehre

Ebener Spannungszustand

¥4

1 1 )
o = E(GX + cy)+ E(GX - Gy)COS 29+ 1,810 2¢
1 1 .
On = E(GX "‘Gy)_E(GX _Gy)cos 20— TSN 20
o = _1 Oy — Oy Jsin2¢+1,,cos2¢
' 2
Invarianz der Summe der Normalspannungen: Gy +0y =0; +0,

Hauptnormalspannungen:

1 1 Py aY
01=—(0X+cy)+\/—(cx—cy)2+r§y \ O
2 4 ¥ Do,
1 1 e X
2,2
52220 +0,) o, =0,) +5, w.
Richtung der Hauptnormalspannungen:
tan@g; = ——* = yr ) Po2 =Po1

Txy xy
Fiir ¢ = @o; gilt: c:=01, ©y=02, T57=0

Hauptschubspannungen:

1
Tmax1 2 = Teq (Qo1 £5) = ¢5(61 —03)

11



Verschiebungen und Verzerrungen

Verschiebungen: u, v, w in den Koordinatenrichtungen x, y, z

Verzerrungen:
e Dehnungen: ¢, = @, gy = @, g, = ow
ox oy 0z
e Gleitungen: —@4_@ _6_V+6_w _a_w_i_@
| Tay dy ox’ Vyz oz 0oy’ Vox ox 0z

Verallgemeinertes Hookesches Gesetz
(Beliebiger rdumlicher Spannungszustand bei Beriicksichtigung der Dehnung infolge einer
Temperaturdnderung AT)

e Dehnungen: €x = %[GX —V(Gy +cz) +a AT

&y =% Gy—V(GZ +cx)]+aAT

1
€, = E[GZ —v(csX + cy) +a AT
o — Wirmeausdehnungskoeffizient

T T T E
e Gleitungen: = = =%  G=
g Yxy G Vyz ¥ zx 2(1+V)

G G
Elastische Konstanten: E — Elastizitdtsmodul
v — Querkontraktionszahl

G — Gleitmodul

Gleichungen fiir die Normalspannungen infolge der Dehnungen:

E [ E

Oy = e+ V|- aAT
I+v| 1-2v 1-2v
E [ E

oy = gy + v e|- o AT
1+V_ 1-2v 1-2v
E [ E

6, = g, + V|- aAT
1+V_ 1-2v 1-2v

mit der Volumendehnung: e=¢, +¢, +¢,

12



Flichenmomente 2. Ordnung
(Flachentragheitsmomente)

Flache A

Axiale Flichenmomente 2. Ordnung:  y4

I, = Iysz, Ly = IXZdA
(A) (A)

Zentrifugalmoment (Deviationsmoment): Xg X
Ly =- I xydA
(A)

Polares Flichenmoment 2. Ordnung:

[,= [r’dA = j(x2+y2)dA=1XX+1yy
() )

Steinerscher Satz:
(Ursprung des Koordinatensystems x,y ist der Schwerpunkt S)

=2 =2 — —
Iﬁ=IXX+ysA’ IW=Iyy+XSA’ IW=IXY_XSYSA

Flichenmomente fiir zusammengesetzte Flichen:
(n Teilfldchen)

n
2
Ixx Z(Ixixi +Ysi Ai)

0
N
\u

v
Nl

:é—i
I
M-

2 ) o >
(IYiYi X5 Aj S Xg; X

_.
1l
—_

I (IXiYi ~Xs, ysiAi)

Xy

o

1

1

Flichenmomente beziiglich eines gedrehten
Koordinatensystems:

L = (T + Ty )+ (1 = Iy )05 20+ I sin 20
Ly =% (L + Ty )~ L (T — Iy ) c08 20— I sin 29

Iy, = —%(IXX - Iyy)sin 20+1,y c0s2¢

—

13



Hauptflichenmomente:

Richtung der Hauptachsen:

I, -1 I, -1, T
tangy; = II = ny ) Po2 = Po1 +E
Xy Xy
Fiir ¢ = @o; gilt: L =14, Lin=0h, [y =0

Flichenmomente einfacher Flachen:

Rechteck: AY
3 3 1 S ,
L L S L h | %
12 A V) Y !
< :b >
Kreis:
B _nd4_nr4 I -
Ixx_ vy = 64 —T, xy_O
Kreisring:
AY
T 4 4 i 7'y
IXX:IW:a(D -d ), Iy =0 plall __.S 3
A 4
N
Rechtwinkliges Dreieck:
y
ab’ ba’ a’b? I
Ixx=_’ yy = » Axy = b L S X
2 [ D
36 36 ’ y b3 ]
T a/3
- a ,
y
_ab3 _ba3 __azb2
o367 Y 367 W 72 S ,




Zug und Druck

N 1 : =
ormalspannung o(z) AQ)

Fi(z) - Langskraft
A(z) - Querschnittsfliche

Dehnung/Verschiebung: &(z) = W@ _0@ | oar=F@ ot
dz E EA(z)

w(z)zj(%mm] dz+C

EA(z) - Dehnsteifigkeit
w(z) - Verschiebung in z-Richtung

Verlidngerung eines Stabes der Liange 1:

1
Al = j £(z) dz
0

Sonderfall F,=konst., A =konst., € =konst., AT =0:

A1=£1=F—11
EA

Biegung

Die Koordinatenachsen x, y sind Hauptzentralachsen!

Normalspannungen bei gerader Biegung




Randfaserspannungen:

Rand 1:  og,(z)= be(z)el, o (2) = |MbX(ZX» Wiy =L

Ixx Wbl €1
Rand2:  opy(z)= _M%(Z)eza lora(z) = %ﬂ, Whpo = Ieﬂ
XX b2 2

Wei, Wpy — (Biege-)Widerstandsmomente

Normalspannungen bei schiefer Biegung

M M,z S z
o(x,y,2)= mle)y | (@),
| Loy M
X be by
y
Spannungsnullinie:
y=— T & X
Ly My

Randfaserspannungen bei kreisformigem Querschnitt (I = lyy):

M . I
|GR| = —\;}res mit W, =§

2 2
Mypres = \ M, + Mby

Spannungs-
nullinie

Verformung bei gerader Biegung

Differentialgleichung der Biegelinie 2. Ordnung:
El,Vv"(z)=-My,(z)  Ely - Biegesteifigkeit

Differentialgleichung der Biegelinie 4. Ordnung:

" dM b dE

(EIXXVM(Z)) =qy(z), wegen qu =TX, dy =_d_;y

16



Randbedingungen:

Lagerungsart Geometrische Dynamische
Randbedingungen Randbedingungen
ﬁzﬁz v(z=0)=0 M (z=0)=0
Y, v y.v
/IF v(z=0)=0
7 4
Ny, v vi(z=0)=0
freier Mpx(z=0)=0
fand Ly Foy (2=0)=0
%llf,z v(z=0)=0 Foy(z=0)=0
y.v
Torsion
de Saint Venantsche Torsion:
Voraussetzungen:
- Beanspruchung nur durch M= konst., Querschnitt konst.
- keine Behinderung der Querschnittsverwdlbung
- Querschnittsform bleibt erhalten
. M,
Maximale Schubspannung: . = W
t
M; - Torsionsmoment
W, - Torsionswiderstandsmoment (s. unten)
. . M
Drillung/Verdrehwinkel: g-do M.
dz GI,
z)=|—dz+c=——1z+cC
o= Gl Gl
9 - Dirillung
¢(z) - Verdrehwinkel
I; - Torsionsflichenmoment, s. unten
Gl - Torsionssteifigkeit

Relativer Verdrehwinkel eines Torsionsstabes der Linge I:

M, 1
Ap=(z=1)—(z=0)=—L
o=0(z=1)—o( ) al,

17



Torsionsflichenmomente und Torsionswiderstandsmomente verschiedener
Querschnittsformen:

Kreis- und Kreisringquerschnitt
(M = konst. nicht notwendig, Querschnitt bleibt eben)

aR*  nd* *
It =Ip ==
2 32
I, aR® nd’® - d
Wt =—p=—=—
R 2 16 !

Iﬁl—lbk&)

P32
4 4
W=I—ple —d
D76 D

(I, — Polares Flaichenmoment)

Diinnwandige geschlossene Querschnitte

I = 41?5; (2. Bredtsche Formel)
3(s)

W, =2A,, 8,

(s) = m (1. Bredtsche Formel)

Dinnwandige offene Querschnitte
(Dicke abschnittsweise konstant)

1 3
It = 521181

I

Wt=8

max

18



Schubbeanspruchung durch Querkrifte

Vollquerschnitte

Vertikale Schubspannung:

Fy (@S,
AT )
S.(y)= [ndA

(Ay)

Rechteckquerschnitt (Breite b, Hohe h):

3 2
(y,2) = 1, (y,2) = 5{1 - 4@ }rm

F,(2)
Mittlere Schubspannung: =

Tm
bh

Diinnwandige offene Profile (x,y-Hauptachsen):

qu (Z) SX (S) SZO
W)= .
Lx0(s)
mit S,(s)= [ndA . S
(As) <+ — S
Wyl 3(s)
F.,(z) S, (s H
Schubflull:  t(s,z) = 1(s,z) 6(s) = M — Bz
a Ay YYM
Schubmittelpunkt fiir ausgewiahlte Querschnitte:
b b
E:I.
''''' _i A i_-_._._i
: ; €
e ! -
<2 Sl.__j a X4_J- S_l._:l
X T ] | T
= _' Y !_______l
v y v y
oo 3b? o b(2a+3b) o 2t(sinp—peosp)
a+6b 2a+6b B—sinBcosf

19



Zusammengesetzte Beanspruchungen
Gesamtnormalspannung:

F M M
G=—1+£y+ by
AT, I,

X, y - Hauptzentralachsen

X

betragsgrofite Normalspannung bei Kreis- und Kreisringquerschnitten (vgl. auch Seite 14):

|c|m =H+ Mbres
ax A Wb

Vergleichsspannungen:
Hauptspannungshypothese 6y =0,
Hauptdehnungshypothese Gy, =61 — V(065 +03)

Schubspannungshypothese  6y3 =06; — 03

Gestaltanderungshypothese 64 = \/ % [((51 -0, )2 +(0, — 0, )2 +(05 -0 )2]

Vergleichsspannungen fiir Stabtragwerke:
(nur eine Normalspannung und eine Schubspannung)

Oy =% 6 +o? +41? J
Gy :%[(l—v)cs+(l+v)\/cs2 +41? }
Cv3 =Vo? +41°

Oyq = VCZ +3T2

Vergleichsspannung nach der Gestaltinderungshypothese fiir den ebenen
Spannungszustand:

Oyy4 = \/Gi +G§, —040y +3T§y



Rotationssymmetrische Spannungszustinde

Diinnwandige Behalter unter Innendruck p;
(Rotationsschale, Membranspannungen)

Fiir beliebigen Punkt P:

P - Kriimmungsradius der Meridiankurve
r=p,sind - Breitenkreisradius

h - Wanddicke

[0) - Meridianwinkel

Radialspannung vernachldssigbar klein.

Allgemein Kreiszylinder
(p1—>0, 9=n/2, pr=r)
Meridianspannung o _PiP2 __ _prmrt _ pr
(Langsspannung) 7 o 0s=0.7 rrh 2h
Ringspannung pip P _Dbi2rL _ pir
(Umfangsspannung) Gy = lh 1= ﬁ °¢~OnL b

Dickwandige Rohre und rotierende Kreisscheiben konstanter Dicke

r - radiale Koordinate

E - Elastizitdtsmodul

p - Dichte

v - Querkontraktionszahl

o =konst. - Winkelgeschwindigkeit

e Lings- bzw. Axialspannung: ¢, = konst.

. C, 3
e Radialspannung: o,(r)=C; + —22 _2Ey w’r?

C, 1+3
e Ringspannung: G(P(r)=C1——22— il pr2r2
r
) ) r C, 1-v? 20
e Radialverschiebung: u(r):E (l—v)Cl—(1+v)—2— g pOr° —vo,
r

21




Federsteifigkeiten und Einflu3zahlen

Ersatzfedersteifigkeiten c,, fiir Federsysteme

Parallelanordnung von Feder Reihenanordnung von Federn
Cl Cz Cers Cl Cers
P ¥F F
G

1 1 1
Cers =C1 +C ot
Cers Cq %]
Einfluf3zahlen
n
Durchbiegung: Vi = Z(Otika + YikMk)
k=1
n
Biegewinkel: 0; = Y. (8 F +BicMy )
k=1

Symmetriegesetz der EinfluBzahlen (Maxwell-Betti):

Ojx = O Yik = Ok; Bik =B

22



Formanderungsenergie und Satz von Castigliano

Forméinderungsenergie

Feder unter Kraft- bzw. Momentenbelastung

2 2
W= F— bzw. W= M—
2¢C 2Cd

System aus Balken und Stiben

1o |ME Mp, M2 R F; F.
W=—j bx B ¢ e +Ky, —o- K, - bz
2 4 |Blw Ely GL BA VGA GA

yy

(bereichsweise Integration liber das gesamte System)

2
Formzahlen: « A [SX(Y)] dA, xy - analog

A
L (ay \ B
fiir Rechteckquerschnitt: Kx = Ky = 6/ 5
fiir Kreisquerschnitt: Kx = Ky = 10/9

Satz von Castigliano

v W oW

TR YT oM,

vi - Verschiebung des Kraftangriffspunktes einer dueren Kraft F; in Kraftrichtung

¢; - Verdrehwinkel am Angriffspunkt eines duleren Momentes M; in Momentenrichtung

W - Forminderungsarbeit des gesamten Systems

Voraussetzungen:

Hookesches Gesetz, konstante Temperatur, kleine Verformungen

Beispiel fiir die allgemeine Ausfiihrung der partiellen Ableitung:

1 Mﬁd y =6W=IMb6Mb W

=—|—=dz, i
24 EI 8F. 3 EI 6F

O} U}

In ebenen symmetrischen Tragwerken gilt im Symmetrieschnitt:

e bei symmetrischer Belastung:  F;=0
e bei antimetrischer Belastung: F,=0, Mp=0
o fiir beide Fille gilt: es verschwinden dort die Verformungen in Richtung der

nichtverschwindenden Schnittgrofen

23



Knickung gerader Stibe

Elastische Knickung; die Eulerfalle

n°El

Knicklast (kritische Last): F = 2 (Eulerformel)
k

Bedingung: A > A, (siche unelastisches Knicken)

1. lF 2. lF 3. lF 4. lF

\ Dy By

Ll

Y

I,=21 l=1 [~ 0,699 ] l="%1

Unelastische Knickung

Kritische Spannung oy: o .
Fliegrenze

Tetmajergerade

Eulerhyperbel

y
>

Ap Ap

\ A ~~ - N\ ~~ -

FlieBen Knickung  Knickung
im unelast.  im elast.

Bereich Bereich
. Iy .y . I
Schlankheitsgrad: A == , Trégheitsradius: 1= "N
1
lor (fir 150 ). _F_n’E
Euer(ur }“—}“p)' Gk_X_}\_z
Tetmajer (flirAp <A<A,): o =a-bh
. E
Grenzschlankheitsgrad: Ap=m |—
c
p

24



Elastisch-plastisches Materialverhalten

Elastisch-idealplastisches Materialverhalten

(e

Opl -

c=Ee flire<eg

c=op flre>ep

Tragwerke aus Stiaben
Elastische Grenzlast: Fiir mindestens einen Stab des Tragwerks wird ¢ = oF erreicht.

Traglast: Fiir mindestens einen Stab des statisch bestimmten (Rest-) Tragwerks
wird ¢ = oF erreicht.
— Ubergang zu einer beweglichen Struktur (Mechanismus)

Balken mit Biegebeanspruchung

Elastisches Grenzmoment M, ,

An einer Stelle des Balkens wird eine Randspannung vom Betrag ¢ = oF erreicht.

Vollplastisches Moment Mbpl :

An einer Stelle des Balkens erreicht die Spannung im gesamten Querschnitt den
Betrag 6 = oF
— Bildung eines plastischen Gelenks

Traglast:
Die Traglast wird erreicht, wenn in einem statisch bestimmten (Rest-) Tragwerk ein
plastisches Gelenk entsteht.

Beispiele: : .
i 1 5
-a A N P h Mbelx = EGth
T
i 1
: ! Mb ' :—GthZ
b 4
n 3
_ 3 Mbel = ZGFR
4 3
Mbpl = EGFR

25



Kinematik und Kinetik

Kinematik des Punktes

Grundlegende Begriffe

Bahn eines beliebigen Punktes Q

Ortsvektor T(t)
Geschwindigkeitsvektor V= % =T
. A
Beschleunigungsvektor a=—=—7+=T
dt  dt?

Kartesische Koordinaten x, y, z

Einheitsvektoren ey, ¢€y,¢,

r)=x(t) e, +y()e, +z(t)e, s
V() =vy(D)ex +v (D) ey +v, (D€,

Vi =X, Vy=Y, V,=2

@

0 (fester Pol

2 2
y+VZ

a(t)=ay(t)ex +ay(t) ey +a,(t)e,

ay =vy =X, ay,=vVy =y, a,=v,=%
a=|§|=,/ai +a§,+a§

Bahnkoordinaten (natiirliche Koordinaten)

V:|\7|: Vi +v

y(®)

Bewegungsgesetz auf der vorgegebenen, i.a. raumlichen Bahn: s =s(t)
Hauptkriimmungsmittelpunkt M=M(s),

Hauptkriimmungsradius p = p(s),

Normaleneinheitsvektor €, , Tangenteneinheitsvektor €,

M, p, €,, ¢, liegen in der Schmiegungsebene, die Bahnkurve i.a. nicht.

v(t) = v (D) &
v, =S8, V:|\7|:Vt

5(0 =ay (t) _én + at(t) _ét

Schmiegungsebene

26
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Zylinderkoordinaten r, ¢, z

Einheitsvektoren €., €, €,
R(t)=r(t) &, +2(1) &,
R|=Vr?+2?

V() =V, (D)€ + V(D €, +V, ()€,

Ve =T, V=10, V,=2

V:|V|: Vf +V(2P +V§
a(t)=a,.(t)e, +a, (t)e, +a,(t)e
e “’2 ¢ (fester Pol) feste
a,=f—-rp”, a,=rp+2i¢, a,==2 Bezugsgerade
2,.2,.2

a=|5|= ar +ag +a,

Sonderfall: ~ ebene Polarkoordinaten r, ¢

—

R=7

‘f{‘s|f|sr, z=0, v,=0, a,=0

Bewegung auf einer Kreisbahn mit dem Radius r

= Sonderfall fiir Bahnkoordinaten (p=r=konst.) bzw. ebene Polarkoordinaten (|f| =1 = konst.)

Bewegungskoordinate: ¢ oder s = €= €y

Winkelgeschwindigkeit: 0=0

Winkelbeschleunigung: a=0=0 _
r(t) =-re, bzw. 1(t)=re, i
V=0OxT !
v=v(t) ¢, bzw. v=v,(0)¢,
Geschwindigkeitsbetrag: V=V, =8S=1Q=T10

d=®OX(OXT)+®XT

a=a,(t)e, +a,(t)e, bzw. a=a.(t)€, +a,(t)¢,
VZ
Zentripetalbeschleunigung: a,=—a,=—= r('p2 =ro’
r
Tangentialbeschleunigung: ag=a,=V=8S=1Q=ro=ro
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Relativbewegung

Punkt Q bewege sich relativ zu einem translatorisch (ﬁ(t)) und
rotatorisch (@(t)) bewegten starren Korper (Bezugssystem) K.

Relativbewegung T =T7(t)
Fiihrungsbewegung R =R(t), & =a(t)
Ortsvektor ) = R+T O, (raumfest)

Absolute zeitliche Ableitung von 1(t) bei kdrperfesten Einheitsvektoren ¢,,¢,, ¢, wie folgt

darstellbar:

y’

N L L« L .
r(t) = 5 TOXT =hE i, i,
Absolutgeschwindigkeit V=V, + Vs
. oo - d'r
Relativgeschwindigkeit Viel = o

Fiihrungsgeschwindigkeit ~ v; = R+ OXT
Absolutbeschleunigung a=a, +ar+ac
Relativbeschleunigung a
Fiihrungsbeschleunigung ag = R+ ®XT+d 7
Zentripetalbeschleunigung a, =ox ((T) X ?)
d'r

=20X—

Coriolisbeschleunigung ac =20xV "

rel

Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverteilung im starren Korper

d'rt -
r:O
dt
V=R +®xTt (Eulerformel)
i=R+oOxT+ox(@x7)
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Ebene Bewegung eines starren Korpers

Alle Kdrperpunkte bewegen sich auf zu einer raumfesten Bezugsebene parallelen Ebenen.
O raumfester Bezugspunkt

O korperfester Bezugspunkt

Jede ebene Bewegung eines starren Korpers kann zerlegt werden in

e cine ecbene Translation entsprechend der ebenen Bewegung des korperfesten

Bezugspunktes O und
e cine Rotation um die Achse senkrecht zur Bezugsebene durch O.

Geschwindigkeitskomponenten Beschleunigungskomponenten

Es gibt immer einen korperfesten Punkt P, den Momentanpol, dessen momentane
Absolutgeschwindigkeit verschwindet. Im Momentanpol schneiden sich die Normalen der
Geschwindigkeitsvektoren aller Punkte der Ebene. Die Bewegung kann momentan als
Rotation um eine Achse senkrecht zur Bewegungsebene durch P betrachtet werden.

Beispiel: gleitfrei abrollendes Rad

VQ = rQ(D
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Grundaufgaben der Kinematik

Im folgenden stehen s, v, a z.B. fiir: X, Vy, ax
S, V, at
o, o, a
Es gilt: _ds _dv_

vV=—, a=—=V—o
dt dt ds

Anfangsbedingungen:s(t=t,y)=s,, Vv(t=ty5)=V,

Gegeben Anleitung zur Ermittlung der {ibrigen
Funktionen
ds dv
s =s(t) v(t)= " a(t)= m
t
v=y(t) s(t)=so+ Iv(f)df a(t)= dv
" dt

a=a(t) v(t)= v, + ja(f)df s(t)=s, + Iv(f)df

v= V(S) t(s)= to+ S g5 a(s): V(S)dv(s)

5 v(s) ds
a= a(s) VZ(S)= VS + 2Ia(§)d§ t(s)= to+ d_§
S % v(s)
v av v -
a=a(v) t(v)=t0+va_(;) s(v)=so+;[al(v)dv
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Massentrigheitsmomente eines starren Korpers

(Axiales) Massentriagheitsmoment bei vorgegebener Bezugsachse

Bezugsachsen senkrecht zur Zeichenebene

durch Massenmittelpunkt S: Jg = I r’dm
(m)

durch beliebigen Punkt O:  J5 = I r*dm
(m)

Satz von Steiner: Jo=Jg+ mrs2

=

Triagheitsmatrix fiir ein kartesisches Koordinatensystem

J Oxx J Oxy J Oxz
Jo=|J Oyx J Oyy J Oyz
J Ozx J Ozy J Ozz

(Axiale) Massentragheitsmomente

Joxx = I(yz +zz)dm
(m)

Joyy = I(zz +X2)dm
(m)

Jow = I(XZ +y2)dm
(m)

Deviationsmomente (Zentrifugalmomente)

JOxy = Jny =- _[Xydm
(m)

JOyz =JOzy =- Iyde
(m)

Jom =Joxz =— szdm
(m)

Satz von Steiner

2 2
JOXX:JSXX+(YS+ZS)m’ JOxy:JSxy_XSYSIn

2 2
Joyy:JSyy+(Zs '|'Xs)n'lj JOyz:JSyZ_YSZSm

2
JOZZ_JSZZ+(XS+yS)m’ Jozx =Jsx —ZgXsm
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Massentrigheitsmomente ausgewahlter homogener Korper beziiglich
Schwerpunktachsen (— — ———- )

Quader b d

Hohlkugel

R’ -1’
J:—m J— - -
5 R3I-¢3

Kreisringzylinder, Langsachse

J:%m(R2+r2)

Kreisringzylinder, Querachse

J:lm R2 +r2 +la2j
4 3

Diinner Stab (Querschnittsabmessungen << a) ls
Y —
| a
J= L ma? ‘
12

Haupttrigheitsmomente und Haupttragheitsachsen

Axiales Massentragheitsmoment fiir eine Achse in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors

¢; mit dem Spaltenvektor seiner Komponenten e; = [eix Ciy eiZ]T:
Ji = e;r J €;

Eigenwertgleichung zur Bestimmung der Haupttragheitsmomente J; (i=1, 2, 3):

det(J -J,E)=0, E

Il
=
S = O
- O O

Gleichungen zur Bestimmung der Einheitsvektoren €; auf den Haupttrigheitsachsen:

(J-JiE)e;=0=[0 0 0]T, e} +ef +ef, =1
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Newtonsches (dynamisches) Grundgesetz

Fiir einen freien (d.h. keinen Zwangsbedingungen unterworfenen) Massenpunkt der Masse m
gilt zwischen der Beschleunigung a und der resultierenden Kraft F die Beziehung

ma=F.

d’Alembertsches Prinzip

Zurickfiihren eines kinetischen Problems auf ein statisches Problem mittels Ergénzen der
eingepragten Kréifte und Momente durch die Massenbeschleunigungskrifte und —-momente in
negativer Beschleunigungs- und Winkelbeschleunigungsrichtung.

Beispiele

Ebene Bewegung eines starren Korpers
Massenbeschleunigungskréfte:
Massenbeschleunigungsmoment:

Js®

Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn

Beschleunigungen:
Normal-(Zentripetal)Beschleunigung a,
Tangentialbeschleunigung a;

Massenbeschleunigungskrifte:
2

ma, =mr (i)2 —m (Zentrifugalkraft)
r

ma, =mr®
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Arbeit, Leistung, Energie

Arbeit und Leistung
Kraft F Moment M
@) @
Arbeit W= def W= IMdFP
€] Q)
Leistung P=Fv P=Ma&

Potential (potentielle Energie)

Konservative Krifte (Potentialkrifte) F:F(x,y,z) lassen sich aus einem Potential
U = U(x,y,z) ableiten:

F=-VU=- éxi+éy3+623 U bzw.
ox oy 0z
o U U
o0x Y oy 0z

Fiir sie ist die Arbeit vom Integrationsweg unabhéngig:

2
W=-[dU=U,-U,
(1)

Beispiele:
Potential der Gewichtskraft Fg Potential der Federkraft Fg
(homogenes Schwerefeld, g) (Federsteifigkeit c)
y
F,
Fg =mg
U=mgy+C,C =konst. U:%c(xz—xl)zzlc(xl—xz)z
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Kinetische Energie eines Massenpunktes

m92=lmvz, V=|V|
2

T=

N | —

Kinetische Energie eines starren Korpers

Allgemein:

T=Ty + Ty
. . 1 ., 1 2

Translationsenergie: Ty = > mvg = 5 mvg

vg:  Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes
. . 1
Rotationsenergie: Tt = EmTJ SO, o' = [coX o, coZ]
" . 1 ( 2 2 2)
Fiir Hauptachsen x,y,z: Tot = > Joxx @x +Jgyy 05 +Jg,,0;

Starrer Korper mit Festlager O:

. 1
Es gilt auch: T=T.= —a)TJO(D
Fiir Hauptach : T=Too = - (Ton 02 +Toyy02 + 1002 )
ptachsen X,y,z: — ‘rot — 9 oxxOx T Oyymy +J 02207

Starrer Korper bei ebener Bewegung
(z.B. Rotation um raumfeste Achse):

1 2 1 2
T=—mvg+—Jqo
2 S8

. . : 1
Bei starrem Korper mit Festlager O gilt auch: T = 5 J 00)2

(Bezugsachsen von Js bzw. Jo senkrecht zur Bewegungsebene, nicht notwendig Hauptachsen)

Arbeitssatz
W©® ZAT=T, -T,

(in dieser Form giiltig fiir Systeme ohne zeitabhéngige starre Bindungen)
W© — Gesamtarbeit aller eingepriagten Krafte und Momente

Energiesatz
T] +U1 +W*=T2 +U2

W#* - Gesamtarbeit aller eingepriagten nichtkonservativen Kriafte und Momente (Antrieb,
Reibung, Ddmpfung, ...)

Energieerhaltungssatz

Fir konservative Systeme gilt: T, +U; =T, +U,

T+ U = konst., %(T+U)=O
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Lagrangesche Bewegungsgleichungen 2. Art

Vorschrift zur Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir ein holonomes (nur integrable
Zwangsbedingungen) mechanisches System mit f Freiheitsgraden:
d oL OJL x

—————=Q, k=1,.,f
mit  L=L(qqs»d)sensdsst)=T—=U
L - Lagrangesche Funktion

gk - den Zwangsbedingungen geniigende verallgemeinerte Koordinaten
Qi* - verallgemeinerte eingeprigte, nichtkonservative Kréfte

Ermittlung der Qy* aus der virtuellen Arbeit aller eingeprdgten nichtkonservativen Krifte
F{®" und Momente M;*®" mittels Koeffizientenvergleich bei den q:

f
Sw© =ZFi(e) dx; +ZMj(e) op;= ZQZ 94y
Q) () k=l

S - virtuelle differentielle Anderung (mit 8t = 0 bei dt # 0)

Impuls und Drehimpuls (Drall)

Impuls eines Massenpunktes der Masse m:

p=mv
Impuls eines beliebigen mechanischen Systems:

p=mvg 1. Schwerpunktsatz

vg- Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes

Drehimpuls eines Massenpunktes beziiglich eines raumfesten Punktes O:

m
- 00—

7

O

I:O :fo Xf)

Fiir ein beliebiges System ist liber die entsprechenden Drehimpulse aller Massenelemente zu
integrieren.

36



Drehimpuls eines starren Korpers beziiglich eines raumfesten Punktes O:

Allgemein:
]ZO = ?SO X f) + is

Drehimpuls beziiglich des Massenmittelpunktes S:

LS=[LSX Lsy LSZ]TzJS(n, mz[wx o, an]T
Fiir Hauptachsen x,y,z: Loy =Jgxx @y, Lgy =Jg 0y, Lg, =Jg,,0,
Starrer Korper mit Festlager O:
Lo=Jp o
Starrer Korper bei ebener Bewegung
(z.B. Rotation um raumfeste Achse):
Voraussetzung: Bezugsachsen senkrecht zur Bewegungsebene sind Hauptachsen!
Lg=Jgo
Fiir starren Korper mit Festlager auch:

LO:JOm

Impulssatz und Drehimpulssatz (Drallsatz)

Impulssatz fiir einen Massenpunkt
dp =F bzw. ma=F
dt

(fuir freien Massenpunkt: Newtonsches Grundgesetz)

Impulssatz fiir ein beliebiges System

((11—1: =Fa bzw. mag =Fa 2. Schwerpunktsatz

F, - Resultierende aller duBeren Krifte
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Drehimpulssatz fiir ein beliebiges System

M, - Resultierendes Moment aller duBeren Krifte

Drehimpulssatz fiir einen starren Korper

dL _d'L

—=—+oxL=M
dt  dt

. L=Jo, ?=LXEX+Lyéy+LZéZ

Bezugspunkt fiir L und 1\7[a einheitlich ein raumfester Punkt O oder der Massenmittelpunkt S.
Sind x,y,z Hauptachsen, so ergeben sich die

Eulerschen Gleichungen

Jxx(bx _(Jyy _Jzz )wywz = Max
Jyy(by _(Jzz _JXX)(DZO‘)X =N[ay
Jzz(bz _(JXX _Jyy)wx(’)y = Maz

Starrer Korper bei ebener Bewegung
(z.B. Rotation um raumfeste Achse)

Jo=M,

Bezugsachse fiir J und M, einheitlich senkrecht zur Bewegungsebene durch raumfesten Punkt
O oder Massenmittelpunkt S, nicht notwendig Hauptachse.
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Stol}

Gerader zentrischer Stof3

vor dem Stof3 nach dem Stof3
Impulserhaltungssatz StofRzahl
Cr —C
mlvl +m2V2 =m1C1 +m2C2 k=—
V=V
Allgemeine Losung:
m, m,v; +m,v, —kmy (v, = vy)
¢ =vi———2—(1+k)(v,~v,)=
ml + mz ml + mz
m m;v; +m,v, +km;(v, —v
c2=V2+—1(1+k)(V1—V2)= 1V1 2Vo 1( 1 2)
ml + mz ml + mz

Anderung der kinetischen Energie

1 mm, 2 2
AT=————=211-k —
2 m, +m2 ( )(Vl VZ)

|AT| = Verlust an kinetischer Energie

Grenzfiille

(vollig) unelastischer Sto3 = (vollig) elastischer Stof3
plastischer Stof3

k=0

1 mlmz 2
AT:ATmaX Z—EH(V] —Vz) AT =0
1 2
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Gerader exzentrischer Stof}

Beispiel: Stofl zwischen Kugel und frei drehbar aufgehidngtem Stab

vor dem Stof3 nach dem Stof
A AY
A A
A 4A
o, (€ Y2
s¢ v |2
m,
OF B
- > ! - —
m,,J,
Drehimpulserhaltungssatz StoBzahl
beziiglich A
m]C]a+JA'Y2 =m]V]a+JAO)2 k:ﬂ
Vi—V3

Zwangsbedingung: v, =a®m,, ¢, =aY,

Es gilt die allgemeine Losung wie beim geraden zentrischen Stof3, wenn nur m, durch die

. J .
reduzierte Masse des Stabes m,,.q4 = —’; ersetzt wird,
a

oder
2
mja vy +JAa(D2 —kJA (V] _awz)
C =
m1a2 +JA
mjav; +J,0, +km1a(V1 —acoz)
T2 =
rnla2 +JA
Stofmittelpunkt

Lager A = StoBmittelpunkt, wenn a so festgelegt wird, da3 bei A wihrend des Stofles kein
Kraftimpuls iibertragen wird:

Ja

a= .
m,¢
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Lineare Schwingungen mit einem Freiheitsgrad

Freie ungedimpfte Schwingungen

Allgemeine Bewegungsgleichung:

q+ (nzq =0
q=q(t): verallgemeinerte Bewegungskoordinate
0% von Systemparametern abhingiger Ausdruck

Allgemeine Losung fiir o* > 0:

q(t)=C; cosot + C, sinot = Asin(wt + (p)
mit
C; =Asing, C, =Acoso

C . C
A? =C12 +C§ , (pzarctan—1=arcsmx1
2

Bestimmung von C;, C; bzw. A, ¢ aus Anfangsbedingungen

o: Eigenkreisfrequenz
=2, Eigenfrequenz
2n
2n 1 . .
T=—= R : Periodendauer (Schwingungsdauer)
®
ot + ¢: Phase(nwinkel)
¢: Nullphase(nwinkel)

Beispiel: Reibungsfreier horizontaler Feder-Masse-Schwinger
(q=0: Feder entspannt)

¢ ™ ) \/T
mq+cq=0, o=,—
m

N m
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Freie viskos gedampfte Schwingungen

Allgemeine Bewegungsgleichung
4+28q+05q=0

d=Duw,, co(z) : von Systemparametern abhingige Ausdriicke

Allgemeine Losung fiir & < wp (D <1):
q(ty=e™ (Cy cosmt + C, sinwt) = e A sin(ot + )
0= \/coé ~8 = 0)0\/1—D2

Bestimmung von C,, C; bzw. A, ¢ aus Anfangsbedingungen

mit

oo : Kennkreisfrequenz

o: Eigenkreisfrequenz

O: Abklingkonstante, [8] = s™

D= o : Déampfungsgrad (dimensionslos)
®q

Logarithmisches Dekrement

=In q(tO) — iln q(tO) , N = . 2n

D= A

D
VI-D> 22 + A2

A=08T=2n

Beispiel: Reibungsfreier horizontaler Feder-Dampfer-Masse-Schwinger
(q = 0: Feder entspannt)

mq+bgq+cq=0

b - Diampfungskonstante —/\/VW\/VV\,—

[b]=Ns m'=kg s = m

/ bV N
W = i > 0 o , D= o w=0
m 2m 2+/cm



Erzwungene viskos gedampfte Schwingungen

Beispiel: Reibungsfreier horizontaler Feder-Ddmpfer-Masse-Schwinger

Allgemeine Bewegungsgleichung:

mq + bq + cq = F(Q, t), 8=L, 0)(2) =<
2m m
Vollstindige allgemeine Losung:
q(t) =e " Asin(ot + @)+ K sin(Qt — )
Eingeschwungene stationdre Losung:
q(t)=K sin(Qt - \p)
F(Qt):  harmonisch verdnderliche Erregerkraft
Q: Erregerkreisfrequenz
K: Amplitude der Q-frequenten stationdren Losung
(V& Nacheilwinkel
n= 0% :  Abstimmung(sverhéltnis)
0

Kraft- oder Federkrafterregung

F(Q,t)=Fsin Qt q
(: ,A) sin Qt, I )
7 .
k=Lv, AWM~ Fsinet
¢ 7
A
b u=0
F(Q,t)=c, $sin Q, q s(t)=S sinQt
@)= »
K="25V,, T = Y
c — .
c=¢Cq +Cq 7_ s
b pu=0
. . 1
Vergroferungsfunktion: Vv, = :
\/(1 - nz) + 4D2n2
. D
Nacheilwinkel: Y =\, =arctan | 112 , 0<y;<m
-n
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Unwuchterregung

_ 2 q
F(Q,t)—ml Q) sin O, c 4+ m,
K:ﬁg\/z,m:mo +m, —N\/\/\_Qt@
m — m,
e
b “:O
2
VergroBerungsfunktion: V, = 72]
\/(1 —nz) + 4D2n2
o 2D
Nacheilwinkel: Y =y, =arctan . 712 , 0<y,<m
mll
Stiitzenerregung
q
F(Q,t)=CS+b§, s(t) /C
s(t) =Ssin Qt j—> v “n_“ v m
-2 7
K= SV3 4 /)<
b p=0
) : J1+4D%n?
VergroBerungsfunktion: Vi =
\/(1 —nz)z + 4D2n2
Nacheilwinkel 20 0<
acheilwinkel: Y =3 =arctan , Sy;<m
’ 1-12(1-4D?) ’
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